Srednia, odchylenie standardowe i odchylenie standardowe $rednie;.
Inne parametry statystyczne.

mgr Maciej Wrébel

Uniwersytet Slaski, Katowice 2010

1 Srednia arytmetyczna

Dla wigkszosci najlepszym przyblizeniem wartosci prawdziwej jest Srednia arytmetyczna otrzymanych pomiaréw:
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gdzie x; to i-ty pomiar, N oznacza ilo$§¢ otrzymanych wynikéw, M to liczba réznych otrzymanych wartosci, ni to liczba
otrzymanych wartosci x; (Y ny =N), a p = %k (X pr = 1) to czgstos¢ otrzymania wartosci x;. Przyktadowo:

W wyniku serii dwudziestu pomiaréw otrzymano nastgpujace wartoSci Srednicy drewnianej kulki [mm]: 11, 12, 11, 11,
12,10, 11, 12, 13, 12, 12, 13, 11, 11, 9, 10, 10, 12, 11, 11. Tabela przedstawia otrzymane wyniki:

k 1 2 3 4 5 | suma
X 9 10 11 12 13 | 225
g 1 38 6 2| 20

N Xk 9 30 88 72 26 | 225
1 3 2 3 1 1
Pk 20 20 5 10 10
pixe 045 15 44 36 13| 11,25

Tablica 1: Przyktadowe wyniki pomiaréw pogrupowane wedtug ilosci wystapien i czgstosci wystapien

Widad, ze Srednie otrzymane z kazdej ,,wersji” rownania daja ta sama warto$¢, jednak ostatnie dwie postacie roOwnania sa
szczegllnie wygodne, gdy postugujemy si¢ duza liczba obserwacji.

2 Odchylenie standardowe
Kazdy pomiar obarczony jest niepewnoS$cia wynikajaca z np. niedoktadnoSci przyrzadéw pomiarowych. Mozemy jednak

otrzymac pewng ,,Srednia” niepewnos$¢ pomiaru sprawdzajac, o ile r6znia si¢ wartoSci otrzymane od wartosci Sredniej. Miara
ta jest niezalezna od przyrzadéw, ktérymi si¢ postugujemy. Przyjeto si¢ mierzy¢ Srednia niepewnos¢ jako:
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Wielko$¢ ta nazywamy odchyleniem standardowym. Okresla ono przecigtne odchylenie kazdego z pomiaréw od wartosci
prawdziwej. Czesto spotkacie si¢ z alternatywng definicja odchylenia standardowego:

o, = Nl—lzi’(xi —%)?2= \/Nl_l Zk‘,nk(Xk —x)2

Definicja ta jest lepiej uzasadniona teoretycznie i daje nieco wigksza warto$¢ o,. Dla duzych wartoSci N wielkosci te prawie
nie réznia si¢ liczbowo, nalezy jednak zawsze pisal, ktérej definicji uzywamy.



3 Odchylenie standardowe Sredniej

Mozemy spodziewac sig¢, ze niepewnos$¢ otrzymania kazdego z pomiaréw bedzie wigksza, niz niepewnos$¢ wyznaczenia §red-
niej wartosci (bo przeciez Srednia otrzymana z wielu wartosci, a btedy przypadkowe powinny si¢ w jakims$ stopniu znosic).
Rzeczywiscie, niepewnos$¢ otrzymania Sredniej wynosi:

i nazywa si¢ odchyleniem standardowym Sredniej.

4 Interpretacja odchylenia standardowego

Odchylenie standardowe wyznacza ok. 68% przedzial ufnosci otrzymanego wyniku. Oznacza to, ze ok. 68% wynikéw
znajduje si¢ w odlegtosci nie wigkszej niz o, od wartosci Sredniej przy zalozeniu, ze otrzymane pomiary podlegaja rozktadowi
normalnemu (o tym na kolejnych zajgciach). Jezeli chcielibySmy mie¢ wigksza szansg na to, ze otrzymany pomiar zmiesci si¢
w obszarze btedu, to musieliby$my przyjac btad nie jako -0, ale jako wigksza warto$¢. To, jaki bedzie przedziat ufnosci (dla
rozktadu normalnego) wyznacza tzw. funkcja btedu (oznaczana przez erf(z)). Argument funkcji () ma interpretacje 6x = t%,
tzn jezeli t > 1, to przedzial ufnosci jest wigkszy niz dla o, (bo wyliczona niepewnos¢ jest wigksza i jest wigksza szansa, ze
otrzymany wynik ,,wpadnie” w przedziat), a mniejszy dla r < 1. Wartos¢ funkcji erf(¢) jest tablicowana, pozwalaja ja takze
wyliczy¢ bardziej zaawansowane kalkulatory. Warto zapamigtac, ze:

1. dlat = 1 ufno$¢ jest na poziomie 68%
2. dlat =2 ufnos¢ jest na poziomie 95%
3. dlat = 3 ufnos¢ jest na poziomie 99%

Jest to tak zwana reguta trzech sigm.

5 Przypadek malej liczby pomiaréw

Jezeli otrzymamy matg ilo§¢ wynikéw pomiaréw (tak, definicja ta nie jest zbyt Scista), to zatozenie o normalnosci rozktadu nie
jest poprawne. Aby otrzymac podobny przedziat ufnosci, jak w przypadku rozktadu normalnego nalezy przyjaé btad wigkszy,
niz wynika z wyliczenia o,. Sa przestanki teoretyczne wskazujace, ze lepiej pasujacym rozktadem jest rozktad Studenta.
Jezeli obliczymy odchylenie standardowe, to niepewno$¢ otrzymanej Sredniej przyjmujemy wigksza zgodnie ze wzorem:

tpN—10;
Sx =+ le’
VN
gdzie tpy_1 jest odczytywana wartoScia tablicowa kwantyla t rozktadu Studenta, P! jest zadanym prawdopodobiefistwem
znalezienia wyniku w przedziale ¥+ 8x a N jest iloScia otrzymanych wynik6w.

6 Inne parametry statystyczne

Czgsto chcemy opisaé otrzymane wyniki w sposéb bardziej petny niz przy pomocy Sredniej i jej odchylenia standardowego.
Mozemy chcie¢ np. ocenié asymetri¢ rozktadu wynikéw lub tez ich koncentracj¢. Pomocne sg tym parametry statystyczne.
Ze wzgledu na zastosowanie mozna je podzieli¢ na:

6.1 Miary polozenia

Miary potozenia pozwalaja nam poréwnywac rozktady podobne do siebie, przesunigte jednak wzgledem osi odcigtych (OX).
Poznang juz miarg potozenia jest Srednia arytmetyczna. Inne przyktady to

1. Mediana m - jest to taka liczba, ze potowa otrzymanych wynikéw ma warto$¢ mniejsza lub réwna medianie, a reszta -
warto$¢ wigksza (P(x <m) =P(x>m) = %). Zaleta (i wada) mediany jest odporno$¢ na elementy odstajace, tj. takie,
ktére nie pasuja do modelu (np. bledy grube).

1Uwaga: czesto w tablicach zamiast fp podaje sie f, gdzie ¢ = 1 — P



2. Modad - inaczej dominanta, to warto$¢ wystgpujaca najczesciej (dla rozktadéw dyskretnych) lub o najwigkszej wartosci
funkcji gestosci prawdopodobieristwa (dla rozktadéw ciaglych). Zaleta mody jest to, ze mozna ja zastosowac takze do
warto$ci innych niz liczbowe.

3. Kwantyle rzedu p x, - takie liczby, ze prawdopodobiefistwo otrzymania warto$ci mniejszej niz x, jest wigksze lub
réwne p (P(x < x,) = p. Podajac kilka kwantyli mozemy w sposéb petniejszy opisa¢ otrzymany rozktad wynikow.

6.2 Miary zréznicowania

Miary zréznicowania okreSlaja, jak poszczegdlne otrzymane wartosci réznig si¢ od wartoSci centralnych (np. od Sredniej).
Przyktadem jest odchylenie standardowe Sredniej. Inne popularne miary to:

. N g
1. Srednie odchylenie bezwzgledne - obliczane jako D = W

2. Rozstep - to odlegtosé migdzy warto$cia najwigksza i najmniejsza.

3. Rozstgp Ewiartkowy - jest to roznica pomigdzy kwantylem 0.75 i kwantylem 0.25 (IQR = X3 =X ), j. okreSla, jaka w
jakim przedziale lezy 50% otrzymanych obserwacji. Jest odporny na wartosci odstajace.

6.3 Miary asymetrii

Czesto istotng informacja o wynikach jest asymetria ich rozktadu. Asymetri¢ ta najczgsciej opisuje si¢ przez:
N (.. =3

1. Trzeci moment centralny (obliczany jako M3 = W). Jezeli M3 < 0, to rozktad jest lewostronnie asymetryczny

(tzn. wigcej wynikéw jest mniejsza od wartosci przecietnej). M3 = 0 dla rozktadu symetrycznego, a M3 > 0 dla rozktadu
prawostronnie asymetrycznego.

2. Wspoétczynnik asymetrii A = % Ma podobne wiasnoSci do trzeciego momentu centralnego, mozna jednak przy jego
pomocy poréwnywac rdzne rozktady.

3. Wspétczynnik skosnosci - proporcjonalny do réznicy pomiedzy dominanta i Srednia lub mediang i Srednia (A = pd

B o
lub A, =357,

6.4 Miary koncentracji

Miary koncentracji okreslaja, jak bardzo wyniki skupione sa wok6t wartosci centralnych. Najpopularniejsza miara koncentra-

1 —u)t
cji jest kurtoza k = "’2%7‘4“) — 3. k przyjmuje warto$¢ 0 dla rozktadu normalnego, wartosci wigksze niz 0, gdy wartosci sa

silnie skoncentrowane wokoét wartos$ci Sredniej i mniejsza niz zero, gdy rozktad jest ,,ptaski”.



